Tema3. Numeros complejos

El conjunto formado por todos los nimeros de la formaib, dondes y b son nimeros reales, con
las operaciones de adicién y producto definidas por:

(a+b)+ (c+id) = a+c+i(b+d)
(a+ib)(c+id) = ac—bd+i(ad+ bec)

se llama cuerpo de los nimeros complejos y se representa por

Se dice que: es laparte realy b la parte imaginariadel nimero compleja + ¢b. Dos nimeros
complejos son iguales cuando tienen igual parte real e garéé imaginaria. Los nUmeros complejos
con parte imaginaria cera,= a + 40, son numeros reales. Los niUmeros complejos con parte real ce
ib = 0 + b, se llamarimaginarios puros

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, cortivaita distributiva de las operaciones
asi definidas. El elemento neutro de la suma g$a unidad del producto els Ademéas,—a — ib es el
opuesto de + b, y todo nUmera + ib # 0 tiene inverso:

. a )
(a + 1b) <a2+b2 ZaQ—l—bQ) =1.

Por la definicion del producto de nimeros complejos, se tigeei? = —1. El nimero complejo se
llama“unidad imaginaria".

¢Es cierto quel = —17?

Acabamos de ver qu# = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni mas; gug/—1.
Fijate lo que ocurre si ponemés= /—1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos

acostumbrados:
—1=i=ii=V-1V-1=/(-1)(-1)=V1=1

Luegol = —1. Por tanto, las matematicas son contradictorias y aqui sewabado. ¢ Ddonde esta el
error? Al final de la leccién lo sabrés.

No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica.Al ampliar R a C ganamos
mucho pero perdemos la relacion de orden. No se puede defirdoncepto de nimero complejo
positivo de forma que la suma y el producto de complejos iposisea positivo. Por ello no se define
enC ningun orden. Asi que ya sabes: jnunca escribas desigealéatre nimeros complejos!.

Representacion grafica, complejo conjugado y médulo

Se representa = z + iy como el vector del planéz, y) y, en ese sentido, se habla gdhno
complejo El eje horizontal recibe el nombre @ge real y el eje vertical recibe el nombre dge
imaginario.

YyrFr—-———-- z=x+1y

7
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Ndmeros complejos 2

Siz = x + iy es un nimero complejo (cane y reales), etonjugadode z se define como:
Z=x—1y

El conjugado de una suma es la suma de los conjugados y ebeaigue un producto es el producto
de los conjugados.

El mddulo o valor absolutode z, se define como:
ol = VT
Cualesquiera sean los numeros complejas € C se verifica que:
» max{|Rez|, [Imz|} < |z| < |Re z| + |Im z|
= El médulo de un producto es igual al producto de los médulos.

|zw] = |2||w]|

= El médulo de una suma es menor o igual que la suma de los mddulos
|z +w| < |2 + |w] (desigualdad triangular)

La desigualdad triangular es una igualdad si, y solamentecsde ellos es un mdltiplo positivo
del otro; equivalentemente, estdn en una misma semirrg@etgiadel origen.

Para expresar un cociente de complejos en forma cartesiamalplica numerador y denominador
por el conjugado del denominador:

utiv (utw)(x—1iy) uwxr+vy vr—uy
= = i .
l“i‘@y x2+y2 x2+y2 x2+y2

Forma polar y argumentos de un nimero complejo
Un nimero compleje = x + iy distinto de0 puede escribirse en la forma:

z = |z|(cos ¥ + i sen )

Donde debemos elegirpor las condiciones:

cosﬂzi, senﬁzﬁ
|| 2|

Cualquier niumerd@ € R que cumpla estas condiciones se llammaargumento de z. El conjunto de
todos los argumentos dees:

Arg(z) = {teR: z = |z|(cost + isent)}

Este conjunto queda determinado cuando se conoce algunasdeesnentos, pues & € Arg(z)
cualquier otro es de la forntg + 2k7 para algurk € Z.

AY
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™
2
arg(z) = arctg(y/x) +
w =T+
™
arg(z) = arc tg(y/z)
-7
z=z+1y
arg(z) = arctg(y/z) — 7 -
2

De entre todos los argumentos de un nidmero complefo0 hay uno Unico que se encuentra en
el intervalo] — m, 7], se representa parg(z) y se le llamaargumento principal de z. El argumento
principal dez = x + iy # 0 viene dado por:

arctg(y/x) —m Siy <0,z <0
—m/2 siy<0,z=0

arg(z) = | arctg(y/z) siz >0
/2 siy>0,2=0
arctg(y/x) +m siy >0,z <0

La forma polar es muy util para realizar productos de nimesasplejos. Sean
z = |z|(cos ¥ + isend), w = |w|(cos ¢ + iseny)
Tenemos que:
zw = |z||w|(cos ¥ + i sen¥)(cos p + isen p) =
= |zw|[(cos ¥ cos p — sen ¥ sen ) + i(sen ¥ cos ¢ + cos ¥ sen )] =
= |zw|(cos (¥ + @) + isen (¥ + ¢))

Para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sadutos y se suman sus argumentos. Asi
pues, el producto de dos numeros complejos es geométritanegiro seguido de una homotecia.

‘19 € Arg(z), p € Arg(w) = V+ ¢ € Arg(zw) ‘

En particulararg z + argw € Arg(zw). Por tanto:

‘argz—l—argw = arg(zw) < —7w <argz +argw < 7T‘

Formula de De Moivre

Siz # 0,9€Arg(z) y n€Z, se verifica quexd € Arg(z"). Es decir:

2" = (Jz](cosd + i senﬂ))n = |2]"(cos(nd) + isen(nd))

Raices de un nimero complejo

Dado un namero natural > 2, todo nimero compleje # 0 tienen raices complejas distintas que
vienen dadas por:

k=0,1,2,...,n—1

2k 2k
Y <COSM HSGHM)
n n
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NuUmeros complejos 4

Geométricamente, son los vértices de un poligono regulafdaéos centrado en el origen.
Se define laaiz n-ésima principal de z que se representa pgfz como:

z . arg z
+1sen ——
n

™

Observa querg ({/z) = ase Y, portanto:—ﬁ < arg (/z) <
n n n

V7 = |27 (cos 22

La raiz n-ésima principal de es la Unica de las raices n-ésimas deuyo argumento principal
esta en el intervald— 7 /n, w/n].

Figura 1: Raices novenas de la unidad

El nimero complejo es la raiz cuadrada principal del nimero complejo—1.
1 =v-1
Demostracion Se tiene querg(—1) = «. Por tanto:

V=1 = cos(m/2) + isen(n/2) =i

¢ Se verifica la igualdad {/z ¢/w = {/zw? jEn general no!porque {/z {/w, esunaraiz n-ésima de
zw Pero no tiene por qué ser la principabe verifica que:

V2w = 2w = —7m <arg(z) +arg(w) <7

Paran = 2, z = w = —1, tenemosrg(—1) + arg(—1) = 27, y no se cumple la condicion anterior.

En este caso:
—1=V-IV=1#/(-1)(-1)=V1i=1

Es decirv/—1v/—1 = —1 es unaraiz cuadrada ¢le1)(—1) = 1 pero no es la raiz cuadrada principal
del. Ahora ya sabes dénde esté el error en lo que sigue:

—l==ii=vV-1V-1=/(-1)(-1)=vV1=1

Para otro ejemplo de esto mismo, podemos tomari, w = —1 +i\/7§, con lo quearg (i) +arg(w) =

T + 3% > 7 porlo que
. 1 3 - 1 3
Z(i“?)*@i*ﬁ

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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Lo que puede comprobarse haciendo los calculos

1
arg <§ z§> = —7m + arctg (

Sl-

us m 5T 5T
co (—E) +ise (_ﬁ) = cos(ﬁ) —ise (ﬁ)
Y teniendo en cuenta qt% = 7 + g deducimos que
cos(5—7r) = COS(E)COS(E) - sen(ﬁ)sen(ﬁ) _ V3 L V3 -1
1277 M 6 4 67 2v2 22  2V2
y
1 1
sen(?—;) = sen(%)cos(%) +cos(£)sen(%) = 2@ + Wi = \/5\};
Por lo que
V3\_V3-1 V341l
2V2 2v/2
1 1-— 1
Vi 1 Y3) _1=v8 Ve
2 2 22 2v/2
es decir
1 3
) YN IR SR
También puede comprobarse graficamente.
AY
Vivw | i
w Vw
Vi
> X
W
Viw

Si, por ejemplo, los nUmerasy w estén en el semiplano de la deredhaz > 0, Re w > 0, entonces
—m/2 < arg(z) < m/2y —7/2 < arg(w) < 7/2; por tanto en este caswg(z) + arg(w) = arg(zw)
por lo que{/z /w = /zw. En particular, esto es cierto cuandav € R*. Por tantoho perdemos
ninguna de las propiedades de las raices reales positivagtahder las raices @.
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La funcién exponencial compleja

oty exp(r +iy) = e” (cosy +1 seny)

Es unaextensiorde la exponencial real a toda Observa que:

|e* | =R ImzeArg(e?)

En particular, obtenemos la llamaffemula de Euler

e'! =cost +isent (paratoda € R)

De la férmula de Euler se deducen Esuaciones de Euler

eit+efit eitiefit
COSt:#, Sent:T (tGR)

La exponencial compleja transforma sumas en productos.

e*TW = % ¥ para todog, weC ‘

La exponencial compleja es una funcigeriddicacon period®i.

o* = e7t2kmi para toddk € Z
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